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1. ÂÚÂÅÄÅÍÈÅ

Нека функцията  f x x x,  0   е дефинирана при

x x 0 . Както е добре известно [1], необходимото и
достатъчно условие да съществува асимптота за кри-

вата  y f x  при x   е да съществува грани-
цата:

(1)                                     n f x kx
x

 

lim     ,

при фиксирано k. Известно е също така, че при доказ-
ване на необходимостта на условието  k  се намира
по единствен начин:

(2)                                  
 

k
f x

xx



lim       .

В [2] и [3] сме въвели следната дефиниция:
Дефиниция 1. Нека функцията  f(x) е дефинирана

при x x 0 . Предполагаме,че втората граница (2)
съществува,а първата граница (1) не съществува
(в смисъл на крайна стойност).Тогава правата а с

уравнение  y x kx  ще наречем псевдоасимптота

за функцията  f(x) при  x  .
Забележка 1. Аналогично може да се дефинира

псевдоасимптота при  x    .
Забележка 2. Лесно се доказва фактът,че две

функции:  f x1  и    f x f x ax b2 1   , които сее
различават само в линейните си части, имат един и
същ характер спрямо своите наклонени асимптоти, т.
е. или имат такива,или нямат. Същото се отнася и по
отношение на по-горе дефинираните псевдоасимп-
тоти. Не се изключва случаят, когато едната функция
има хоризонтална асимптота или псевдоасимптота.

Забележка 3. Примери за функции с псевдо-
асимптоти са функциите lnx, ln(1  x) ( псевдоа-
симптотите им са абсцисната ос и др.).

В [3] сме доказали
• Критерий (достатъчно условие) за съществу-

ване на псевдоасимптоти и асимптоти на диферен-
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цируеми функции.
Теорема. Нека f R R:  е два пъти непрекъс-

нато диференцируема функция.Тогава:

1) Ако   


f x
x

1
1

, x  0 , функцията f(x) ня-

ма псевдоасимптоти, а, следователно и асимптоти
при при  x  ;

2) Ако   1

1

1

11 2
  

x
f x

xl , x  1 ,0<l<1

f(x) има псевдоасимптота,но няма асимптота;

3) Ако    0
1

1 2
  

 
f x

x l
, l  0 , x  0 ,  f(x)

има асимптота при x  .
Забележка. Аналогично можем да формули-

раме и да докажем теорема за критерий (достатъчно
условие) за съществуване на псевдоасимптоти и асим-
птоти на диференцируеми функции при  x    ;

Предвид съществената роля, която играе този
критерий (той разделя диференцируемите функции
на 3 класа, а не както е досега  - на 2 класа по отношение
на поведението им при x    ), тук ще скицираме
още един път неговото доказателство.

Доказателство на теоремата:
1) От условието следват неравенствата (след дву-

кратно интегиране):

            


  f t dt f x f
dt

t
x

x x

0 0

0
1

1ln ,  x 0 ,

            

   

         

     

 f t f dt f x f f x t dt

x x x x x

x x

0 0 0 1

1 1 0
0 0

ln

ln ln , .

Тогава:

  
         f x

x

f

x
f

x

x
x   


    

0
0

1
1 1

ln
ln

при x  и,следователно, функцията f(x) няма
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асимптоти  при x  .

2)  Нека  1

1

1

11 2
  

x
f x

xl , x  1 ,

0<l<1 . Интегрираме тези неравенства:

             

     arctg x f t dt f x f

dt

t

dt

t l x
x

x

l

x

l

x

l

       




  










  


4

1

1

1
1

1
1

1

1
1

1
1

, .

От получените неравенства правим извода,че

съществува  lim
x

f x


 , тъй като  f x  е монотонно

растяща (   f x 0 ) и ограничена. Записваме f (x) с
формула на Тейлор от нулев ред:

            f x f f x x x f f x x x       0 0 0 1 ,   ,

откъдето имаме:        f x

x

f

x
f x f x    



0
lim .

Разглеждаме производната      f x

x

f x x f x

x









 

 
2

.

Имаме      f x f f x x  0 . Без ограничение на

общността, можем да приемем, че  f 0 0 . Тогава:

   f x f x x  ,      f x x f x 0 , производната на

функцията  f x

x
 е положителна, тя е монотонно рас-

тяща и ограничена отгоре, т. е. съществува границата

 
k

f x

xx



lim , т. е. f (x) има псевдоасимптота при

x  [1  4]. От друга страна,

 
       f x

x

f x x x

x
f x x k


  


  ,

       f x

x

f

x
f x f x    



0
lim    .

С други думи, функцията   f x

x
  е монотонно растяща

като функция  на х и монотонно растяща като функция

на аргумента   x x , следователно  lim
x

x x


  .

От тези неравенства правим още един извод за числото

 k k
x

f x: lim


 .

Сега ще докажем, че функцията няма асимптота.
Като вземем предвид Забележка 3, без нарушение

на общността ще приемем,че дадената в условието на
задачата функция удовлетворява условията:

    f f0 0 0   .
Тогава, след двукратно интегриране на дясното нера-
венство получаваме:

 (3)                   
 

f x xarctg x
x

 
ln 1

2

2

    .

Означаваме лявата страна на неравeнство (3) ка-

то   x  и разглеждаме функцията      g x f x x   .

Очевидно тя е изпъкнала:   g x 0  и следователно
удовлетворява неравенството

(4)                          2 2 3g x g x g x      ,
oт което следва:
(5)

       
 

 
 

   

f x f x f x xarctg x
x

xarctg x
x

xarctg x x

   




 


  

3 2 2
1

2

3 3
1 9

2
4 2 1 4

2

2
2

ln

ln
ln .

Преобразуваме лявата част на (5),като допус-
каме,че f(x) има наклонена асимптота ax b при
x  :

            
       
   

f x f x f x f x ax b

f x a x b f x a x b

     

     

3 2 2

3 3 2 2 2 2 2 .

Тогава границата на лявата част на (5) при
x  ще бъде равна на 0. Намираме границата на
дясната част на (5):

 
 

 
 

   

lim
ln ln

ln ln .

x
xarctg x

x
xarctg x

x

xarctg x x





 












   

1

2
3 3

1 9

2

4 2 1 4
4
3

2 2

2

Стигнахме до очевидно невъзможното неравен-

ство: 0 4
3

 ln , което доказва,че f(x) няма асимптоти

при x  . Аналогично се доказва,че f(x) няма
асимптоти и при x    . С това доказателството е
завършено.

3) Нека  0
1

1 2
  

 
f x

x l
, l  0 , x  1 . Интег-

рираме тези неравенства два пъти и получаваме при
x  1 :

(6)

   0 1
1

1
1

1
1

2
1

2
1

1
    


 


   f x f

dt

t

dt

t l xl

x

l

x

l
( ) ,
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       

 

0 1 1 1
1

1
1

1

1
1

1
1

1
1

1
1

      

























 
f x f f x f

l t
dt

x
l l l x

x

l

l
.

Тогава, от посоченото по-горе доказателство
в случай 2) следва,че функцията има псевдоасимп-

тота,т.е. съществува    k
f x

x
f x

x x
  

 
lim lim . Ос-

тава да докажем, че съществува границата

   lim
x

f x kx


 .

Функцията   f x kx е монотонно намаляваща:

    f x kx f x k

    0 . Следователно, трябва да

докажем, че тя е ограничена отдолу. Имаме следните
съотношения:

 
  

  
f x kx

xf x x

x
k

x

f x x k

x
x

 





 













1 1
0
0   .

Последната неопределеност е близка по стойност до

неопределеността    









f x k

x
x1

0
0

, тъй като

      k
f x

x
f x x f x

x x x
    

  
lim lim lim . Имаме:

   
lim lim

x x

f x k

x

f x

x
 

 
 









1

0
0 1

2

. От условията на

разглеждания случай следва, че

 
   

 












f x

x

f x

x

x

x xl1 1 1
0

2 2

2

2  .

Следователно,   f x kx е ограничена и границата

  lim
x

f x kx


 съществува. С това доказателството е

завършено.

2. ÎÑÍÎÂÍÈ ÐÅ3ÓËÒÀÒÈ

Дефиниция 2 ( Дефиниция за псевдоасимпто-

тични параболи): Нека функцията  f x е дефини-

рана при x x 0 . Предполагаме,че границата

 
 

k
f x

x
m

x m
 


lim , 1

съществува. Тогава параболата  с уравнение  y x kxm

ще наречем псевдоасимптотична парабола за фун-
кцията f(x) при  x  .

Забележка 4. Аналогично може да се дефинират
псевдоасимптотични параболи  при x    .

Забележка 5. Лесно се доказва фактът,че две

функции:  f x1 и      f x f x P xm2 1 1   , които сее

различават само с полином от m  1 степен, имат един
и същ характер спрямо своите псевдоасимптотични
параболи, т.е.или имат такива, или нямат.

Забележка 6. Примери за функции с псевдо-
асимптоти, разглеждани като параболи от първи ред,

са функциите lnx,  ln 1  x  ( псевдоасимптотите или
псевдоасимптотичните им параболи от първи ред са
абсцисната оси др.) .

• Критерий (достатъчно условие) за същест-
вуване на псевдоасимптотични параболи на дифе-
ренцируеми функции.

Теорема. Нека f R R:   е m  1 - пъти непре-
къснато диференцируема функция.Тогава:

1) Ако

    
 

f x
x

x
m xm

m

m






 1

1

1
1 0, , ,функцията f(x)

няма псевдоасимтотични параболи при  x  ;

2) Ако

   
 

0
1

1 0 11
1

1
 


  




f x

x

x
x lm

m

l m
, , , функцията

f(x)  има псевдоасимптотична парабола  при  x  .
Забележка. Аналогично можем да формулираме

и да докажем теорема за критерий (достатъчно усло-
вие) за съществуване на псевдоасимптотични пара-
боли за диференцируеми функции при  x    ;

Доказателство:

1) Интегрираме неравенството

   
 

f x
x

x
m xm

m

m






 1

1

1
1 0, ,

и получаваме:

           
   

         

           

       

f t dt f x f
t

t
dt

m t
dt

m
x

x

t

t
dt

m
x

x m
x

x

t

t
dt

m
x

x m
x

x m
x

x

m
x

x m
x

x

m
x

m m
m

m

x

m

x
m

m

m

m

m

x m

m

m

m

m

m

x m

m

m

m

m

m

m

m

m

m



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Оттук правим извода, че не съществува границата
   lim

x
f xm

 , като правим връзка с  хармоничния

ред  
1

1
n

n



 , който, както добре знаем, е разходящ. За-

писваме f(x) с формула на Тейлор от m-ред в околността
на 0:
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Производната от m-ред е растяща функция, тъй
като нейната първа производна ( m  1  - производна
на функцията) е положителна. Имаме
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От неравенствата в началото на разглеждания

случай, изчислени при променлива вместо х  -    x x ,

следва, че  редицата   x x при x  е неограничена,

т.  е.   lim
x

x x


  .  Тогава  от горните неравенстваа

получаваме, че границата 
 

k
f x

x
m

x m
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lim , 1 не

съществува.

2)  Интегрираме неравенството:
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Следователно, съществува 
   lim

x

mf x


 , тъй като

   f xm е монотонно растяща (    f xm1   е положи-

телна), а от горните неравенства следва, че тя е
ограничена при  x  .

Записваме f(x) с формула на Тейлор от m - ред в
околността на 0:

           
 

      

f x f
f

x
f

x
f

m
x

f x x

m
x x

m
m

m
m

 





 




  


0

0

1

0

2

0

1

0 1

2
1

1

! !
...

!

!
, .




От този запис и от лявото неравенство следва, че
функцията наистина има псевдоасимптотична пара-

бола, тъй като съществува границата:
 

lim
x m

f x

x
k


   .

Тази граница очевидно е:
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3. ÃÐÀÔÈÊÈ ÍÀ ÔÓÍÊÖÈÈ ÁÅ3 È Ñ ÏÑÅÂÄÎÀÑÈÌÏÒÎ-
ÒÈ×ÍÈ ÏÀÐÀÁÎËÈ

Пример 3.1. Нека:  
 

 


f x
x

x1 2  , т. е. m  2 ,

според критерия функцията няма псевдоасимпто-
тична парабола. На фиг. 1.1  е показана графиката й,

заедно с графиката на параболата  y x 2 .

Пример 3.2. Нека:   














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f x
x

x1
3
2

2 , т. е.

отново m  2 . Намираме с помощта на системата за
компютърна алгебра MATHEMATICA 4. 0. :
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f x

x
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2 6 3


 . На фиг. 1.2  са показани графиките

на функцията и на нейната псевдоасимптотична пара-
бола в различни по дължина интервали за изменение
на х.
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На  фиг. 1.3 е показана графиката на разликата
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4. ÏËÀÍ 3À ÏÐÎÂÅÆÄÀÍÅ ÍÀ ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎ 3ÀÍßÒÈÅ
ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈ ÀÍÀËÈ3 ÍÀ ÒÅÌÀ "È3ÑËÅÄÂÀÍÅ ÍÀ
ÏÎÂÅÄÅÍÈÅÒÎ È ÏÎÑÒÐÎßÂÀÍÅ ÍÀ ÃÐÀÔÈÊÈ ÍÀ ÔÓÍÊÖÈÈ
Ñ ÏÑÅÂÄÎÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÍÈ ÏÀÐÀÁÎËÈ Ñ ÏÎÌÎÙÒÀ ÍÀ ÑÈÑ-
ÒÅÌÀ 3À ÊÎÌÏÞÒÚÐÍÀ ÀËÃÅÁÐÀ"

4.1. Теоретична част: обучаемите предварител-
но са присъствували на лекция и са се запознали със
съдържанието на темата и доказателството на кри-
терия  за отсъствие и съществуване на пседоасим-
птотични асимптоти. Преподавателят обръща вни-

мание на основните идеи и  посочва съществуването
на твърде широк клас елементарни и специални
функции с псевдоасимптотични параболи. Подчертава
се сложността на пресмятанията и практическата полза
за намирането на формулите  с помощта на системи за
компютърна алгебра, а също така и възможността с
тези системи да се начертаят графиките на получените
функции и да се проследи поведението им спрямо
техните псевдоасимптотични параболи.

4.2. Предлага се на обучаемите сами да намерят
формули за функции без и с псевдоасимптотични
параболи.

4.3. Обучаемите построяват графики за получе-
ните функции в т. 3.2.

4.4. Правят се сравнения между графиките на
функциите и се обясняват разликите в поведението им
спрямо техните псевдоасимптотични параболи.

4.5. Ако се разполага с няколко системи за ком-
пютърна алгебра, правят се сравнения между резул-
татите, получени с тях при едни и същи задания.

4.5. Изводи: разсъждава се върху възможността
за допущане на грешки и неточности при работа със
системи за компютърна алгебра, констатирането и
отстраняването им . Изтъкват се предимствата на работа
със системи за компютърна алгебра за получаване и
илюстриране на сериозни математически резултати.

5. È3ÂÎÄÈ

Сравняваме поведението на двете функции, раз-
гледани в примери 3.1. и 3.2. Както и очаквахме, едва
при значителни стойности на аргумента графиката на
функцията с псевдоасимтотича парабола  и тази на
нейната псевдоасимтотича парабола са почти нераз-
личими. Разликата обаче между стойностите им е неог-
раничена, когато аргументът расте неограничено.
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